
Analiza w przestrzeniach Lp

Lista 2

Zad 1. Zbada¢ zbie»no±¢ ci¡gu xn w przestrzeni Banacha X, gdy
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Zad 2. Sprawdzi¢, czy podzbiór M przestrzeni Banacha X jest otwarty, domkni¦ty lub ograniczony:

X M X M
a) `3 {x : x(1) = x(2)} h) `2 {x :

∑∞
k=1 |x(k)| ≤ 1}

b) `5 {x : ∀k∈N x(2k) = 0} i) `2 {x : ∃n ∀k>nx(k) = 0}
c) `∞ {x : supk∈N |x(k)| < 1} j) `∞ {x : ∃n ∀k>nx(k) = 0}
d) `∞ {x : ∀k∈N|x(k)| < 1} k) `∞ {x :

∑∞
k=1 |x(k)| <∞}

e) c0 {x : ∀k∈N|x(k)| < 1} l) `1 {x :
∑∞

k=1 |x(k)|2 ≤ 1}
f) `2 {x : ∀k∈N x(k) > 0} m) `e {x :

∑∞
k=1 x(k) ≤ 1 ∧ ∀k∈N x(k) ≥ 0}

g) `1 {x : ∀k∈N |x(k)| ≤ 1
k
} n) `e {x :
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k=1 x(k) = 1 ∧ ∀k∈N x(k) ≥ 0}

Zad 3. Udowodni¢, »e zbiór A = {x ∈ `666 :
∑∞

k=1 x(k) ≤ 1 oraz x(k) ≥ 0 dla k ∈ N} jest domkni¦ty
w rzeczywistej przestrzeni `666. Czy jest to zbiór ograniczony? Jak wygl¡da jego wn¦trze?

Zad 4. Niech A = {x ∈ `1 :
∑∞

k=1 x(k) = 1 oraz x(k) ≥ 0 dla k ∈ N}. Obliczy¢ ±rednic¦ diam(A)
zbioru A w przestrzeni `1 oraz w przestrzeni `2.

Zad 5. Udowodni¢, »e zbiór A = {x ∈ `666 :
∑∞

k=1 x(k) ≤ 1 oraz x(k) ≥ 0 dla k ∈ N} jest domkni¦ty
w rzeczywistej przestrzeni `666. Czy jest to zbiór ograniczony? Jak wygl¡da jego wn¦trze?

Zad 6. Niech 1 ≤ p < q <∞. Wykaza¢, »e zbiór A = {x :
∑∞

k=1 |x(k)|p ≤ 1} ⊆ `p ( `q jest domkni¦ty
i brzegowy w przestrzeni `q. Pokaza¢, »e przestrze« `p jest przeliczaln¡ sum¡ nigdzieg¦stych podzbiorów
przestrzeni `q, a zatem na mocy Twierdzenia Baire'a `p jest podzbiorem brzegowym przestrzeni `q.

Zad 7. Pokaza¢, »e je»eli dwie normy ‖ · ‖1 i ‖ · ‖2 na przestrzeni X s¡ równwa»ne, to przestrze«
(X, ‖ · ‖1) jest zupeªna wtedy i tylko wtedy, gdy przestrze« (X, ‖ · ‖2) jest zupeªna. Podobnie przestrze«
(X, ‖ · ‖1) jest o±rodkowa wtedy i tylko wtedy, gdy (X, ‖ · ‖2) jest o±rodkowa.

Zad 8. Niech 1 ≤ p < q <∞. Udowodni¢, »e na przestrzeni `p normy ‖ · ‖p i ‖ · ‖q nie s¡ równowa»ne.

Zad 9. Pokaza¢, »e wzory ‖x‖a :=
√∑∞

k=1 |x(k)|2 +
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k=1
1
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|x(k)|, ‖x‖b :=

√∑∞
k=1 |x(2k − 1)|2 +√∑∞

k=1 |x(2k)|2 de�niuj¡ na `2 normy, które s¡ równowa»ne standardowej normie przestrzeni `2.

Zad 10. Wykaza¢, »e przestrze« unormowana jest zupeªna wtedy i tylko wtedy, gdy ka»dy szereg
bezwzgl¦dnie zbie»ny jest zbie»ny.

Zad 11. Wykaza¢, »e je»eli przestrze« unormowana ma baz¦ Schaudera, to jest o±rodkowa.

Zad 12. Pokaza¢, »e przestrzenie c0, c, `p, p ∈ [0,∞), posiadaj¡ baz¦ Schaudera, a zatem s¡ o±rodkowe.

Zad 13. Udowodni¢, »e przestrze« `∞ nie jest o±rodkowa, a zatem nie posiada bazy Schaudera.


